CALCOLO DI UNA BASE DI GROBNER

Algoritmo di Buchberger
Input: ¢1,...,9s € P", t.0. o
Output: G, o-base di Grébuer di M = (¢1,...,9s) C P".

Sia LMU (gi) = citie%
s'=56G=1(91,---,9s)
B=A{(,j) |1 <i<j<sv=)
while B # () do
scegli (i,7) € B;
B =B\ {(i,4)};
Sij = $(04;) = -tijgi — o tjigs
Calcola NR, g(S;;), il ridotto di S;; rispetto a G;
if Nng(Sij) ?é 0 then

s =3¢ +1;
gs = NRog(Sij);
Gg=0,95;
B=BU{(i,s') [1<i<s, vi=1s}
end if;
end while;
return G.

EsSEmMmPIO
Sia P = Q[x, 9] e sia G = (g1, g2, 93) con g1, g2, g3 € P? definiti da:
g1 = (IQZ/ - 170)v g2 = (ny - 17I)a g3 = (O,l‘y + 1)

Sui termini T{e;,es) di P? definiamo il term order o dato da PosLex, quindi
tie; <, taej sei>j o, sei=j,allora se t; <pex t2. Pertanto vale:

LM, (g1) = z2ye, LM, (g2) = zy’eq, LM, (g3) = xyes

Calcolo della base di Grébner con I’algoritmo di Buchberger:
s"=3;G = (91,92, 93)

B={(1,2)}
scegliamo (1,2) € B;
B=10

S12 = (z — y, —2?). S12 ¢ ridotto modulo G. Pertanto:

s' =4 ga= (v —y,—2%); G =G, gu;

B = {(1’4)7 (274)};

Scegliamo (1,4) € B;

B={(2,9}

S14 = (zy? — 1,2%y); La riduzione con G da:

S14— go — 2°g3 = (0, —a® — x); pertanto s’ =5, g5 = (0, —2* — z), G = G, gs;
B = {(2,4), (3, 5>}



Scegliamo (2,4) € B;

B={(3.5h

Sos = (y* — 1,2%y? + z); La riduzione con G da:

Sas—xygs+ g3 = (y* —1,2+1); pertanto s’ = 6,95 = (y* — 1,z +1), G = G, g¢;
B = {(Sa 5)7 (17 6)v (25 6)7 (47 6)}

Scegliamo (3,5) € B;

B ={(1,6),(2,6),(4,6)}

S35 = (0, —zy + x); La riduzione con G da:

535 +93 = (073} + 1)a pertanto s = 7797 = (07.'1/' + 1)7 g= g7g7;

B = {(17 6), (27 6)a (4a 6)7 (37 7)’ (57 7)}

Scegliamo (5,7) € B

B ={(1,6),(2,6),(4,6),(3,7)}

Ss7 =0

Scegliamo (3,7) € B

B ={(1,6),(2,6),(4,6)}

S37 = (0, —y + 1); & ridotto rispetto a G

S, = 8798 = (Oa 7y+ 1)7g = gaQS;

B ={(1,6),(2,6),(4,6),(3,8),(5,8),(7,8)}

Da qui in poi si vede che la forma ridotta di .S;; vale sempre 0 per ogni (7, j) € B.
Pertanto una o-base di Grobner del modulo M & data da:

g1 = ($2y - 1a0)5 92 = (Iy2 - 171')7 g3 = (0,$y+ 1)7 g4 = (1' - Y 71‘2)
95 = (0,—2* —2), gs= (" —1,1+x), gr=(0,2+1), gs=(0,—y+1)

Dal procedimento usato per il calcolo della base di Grobuner {gq,...,gs} con
I’algoritmo di Buchberger, si vede anche come otterenere ciascun g; come com-
binazione lineare dei generatori di partenza (cioe di g1, g2, g3). Ad esempio g4 &
stato ottenuto da Sig, cioe g4 = yg1 — £gs, mentre g5 = S14 — g2 — £2g3, quindi
95 = g1—xy(yYg1—rga) —ga—TYgs, ciot gs = (—xy*+1)g1+(2%y—1)ga+(—27)gs.
In questo modo si vede che, se chiamiamo H la matrice 1 x 3 la cui riga e co-
stituita dai generatori h1 = g1, ho = g2, hg = g3 del modulo M e G la matrice
1 x 8 costituita dalla base di Grobner ¢i,...,gs, si puo costruire una matrice
8 x 3, A, ad entrate polinomiali, tale che

G=H-A
La matrice A vale:
100 y —azy*+1 ¢ —zy’ +y ry* —y?
01 0 —z 2%2%9w—1 axy®+1 22y? —y —x2y3 + 92
001 0 —x? —zy+1 —2?y+z+1 22y —azy—y+1

Base di Grobner minimale
I leading term della base di Grobner scritta sopra sono:

LT,(g91) = 2®ye1, LT,(g2) = zy®e1, LTo(g3) = xyes, LTy(gs) = xey,
LT,(g5) = 2%ea, LT,(gs) = y%e1, LT,(g7) =wea, LT,(gs) = yea.



Come si vede, alcuni leading term sono multipli di altri (ad esempio LT, (g1)
e LT, (g2) sono multipli di LT, (g4), mentre LT,(g3) & multiplo di LT, (g7)).
Se dalla base di Grobner g1, ...,gs togliamo quegli elementi i cui leading term
sono multipli di altri, otteniamo ancora una base di Grobner di M. Quindi gli
elementi che rimangono in questo esempio sono: g4, gs, g7, gs- Questa & una base
di Grobner minimale di M, in accordo con la:

Definizione: una base di Grébuer g, .. ., gs si dice minimale se LT, (g;) non ¢
multiplo di LT, (g;) per ogni i # j e se LC,(g;) = 1 per ogni i.

Infine si noti che alcuni elementi della base {g4, g, g7, gs} possono essere ridot-
ti rispetto agli altri. Ad esempio gg pud essere ridotto rispetto a g; (infatti
96 —1{gr} (> —1,0) = g6 — g7) e cosl pure g4 si pud ridurre con g7 (infatti
g42ﬂ{g7} (x —y,—1) = g4 + g7 — g7). Si ottengono cosi i seguenti elementi di

§1:(0,$+1), §2:(Ovy_1)7 §3:($—y,—1), ?42(93—170)

che sono ancora una base di Grébner di M (perche i loro LT, non sono stati
alterati) e formano una base di Grobner ridotta, in accordo con la:
Definizione: una base di Grébner g1, ..., gs si dice ridotta se € minimale e se
gi ¢ ridotto modulo {¢1,...,9i-1,gi+1,---,9s}, perognii =1,... s.

Si puo dimostrare che da ogni base di Grobner si puo estrarre una ba-
se di Grobner ridotta e la base di Grobmer ridotta & unica (per un fissato

ordinamento).
Seguendo i calcoli che hanno permesso di ottenere la base di Grobner ridotta
a partire da {g1,...,gs}, si puo anche ora trovare una matrice, chiamiamola

ancora A, tale che G = H - A, dove ora G = Gy,...,G,. La matrice A che si
trova é:

-2y’ +y —zy’+y? ay’+ay®—1 ay®—y®—y
2?y*—y ?y®—y? —z?y?—a?y—aty+l  —2y+ay’+y+l
—12y+x+1 —m2y2+1y+y—l $2y+r2—x—1 z2y—zy—m

Infine, poiché gli elementi di H (che sono i generatori di M) sono ovviamente
elementi di M, devono ridursi a 0 con la base di Grébner G, pertanto, applicando
Ialgoritmo di divisione, si ottiene, ad esempio: h1 = yg; +ygs + (zy+4>)75 + 94
e cosi per tutti gli altri. In questo modo si puo costruire una matrice 4 x 3, B,

tale che H = G - B. La matrice B vale:

Consideriamo ora la base di Grébner {gy, s, G3, G4} scritta sopra. Poiché &
una base di Grobner, per il criterio di Buchberger I'S-vettore di g; e g; (quando
¢ definito) deve ridursi a zero con {Gy,Gs,G3, G4} Infatti si trova, con Sia:
(y—1)g, — (r+1)gy = 0 da cui si costrisce la sizigia 712 = (y — 1)e; — (x4 1)eq,
analogamente, con Ss4 si ottiene: (y?+y+1)gy+ (v> —1)g3+ (—z+y)g, = 0, da



cui la sizigia 734 = (y2+y+1)ea+ (y> —1)es+ (—x+y)e4 e quindi, per il teorema
di Schereyer, 712, T34 € una d-base di Grébner del modulo Siz (g, s, Js, §4) (dove
0 ¢ il term-order definito nel teorema di Schreyer).



