Esempi di funzioni e serie di Hilbert

Ideale omogeneo I = (22y — 23, xyz3 — 15, 2t2 — t3) C Q[x, y, 2, ].

Ordinamento o: lessicografico puro in cui * > y > z > t. Base di Grébner
ridotta:

22— 13, 2Py — 23, wyzd —t0, atd — 25,
27 — zﬁt, yzG — t7, yt8 —t9

LTU(I) = (2t27 9622/, $yz3, (Et5, Z7a yzﬁv ytS)

Ordinamento o: lessicografico puro in cui ¢ > z > y > z. Base di Grébner
ridotta:

3 — 22, 23— xzy, x2yt2 — ac?’yQ7 x3y2t — x3y22,
w3y222 — atys, atyBz — 2%y8, 2Pyt — abyt

Ordinamento o: deg-lex in cui >t > z > y. Base di Grobner ridotta:

3 — 2z, x2y — 23, xz3y — 223, at?2® — 25,
1225 — 20y, 126 — 27, 22— z7y
LT, (I) = (t3, 2%y, 223y, at?23,122° 120, 28)

Funzione di Hilbert :

H;(0) = 0
Hi(1) = 0
Hi(2) = 0
Hi(3) = 2
Hi(4) = 8
Hy(5) 21
Hi(6) = 43
Hi(7) = 176
Hi(Z) = 1/6Z3+2%+11/6Z —44 se Z >38

Serie di Hilbert:

273 4+ 7% — 76 —278 + 711
HSI(Z) = (1 _ Z)4

Espandendo la serie HS;(Z) si ottiene:
HS;(Z) =273 +8Z* +212° + 4375 + 7627 + 12028 4 1752° 4+ 24120 + ...

Modulo M C P(-3)? @ P(—4)? graduato, generato da:

(Zv —$,0,0), (an'z’ -z, O)a (0707 Z2a _y2)7 (07 ZSa 0; —lL’y)



Base di Grobner di M rispetto all’ordinamento o: PosLex:
(Za —Z, 07 0)7 (Oa 07 227 _yQ)a (05 Yz, —, 0)7 (07 Z37 0) _33?/)

LT(M) = {(z,0,0,0), (0,0, 22,0), (0,2,0,0), (0, 25, 0,0))

Pertanto
LT(M) = (2)e1 ® (yz, 2% )ea ® (2%)es

e la funzione di Hilbert di M vale:

Hy(3) = 0
Hy(4) = 1
Hy(Z) = 3/222-19/2Z +14 per Z >5

Per giustificare questo risultato, si noti che nella gradazione scelta, e; ed eq
hanno grado 3, mentre e3 (ed e4) hanno grado 4. Pertanto

dimg(LT(M))y4 = dimg(z)4—3 + dimg(yz, 23)d,3 + dimQ(z2)d,4

e vale, per § sufficientemente grande:

dim@(z)5 = (52 +0)/2,
dimg(yz, 23)5 = (62 +4)/2 -2,
dimQ(22)5 = (52 — 5)/2

Infine, la serie di Hilbert di M e:

244+ 7254225 - 277
HSv(Z) = (1—2)3




